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Rezumat. În lucrarea de faţă se prezintă modelarea 
matematică a supapei de limitare a presiunii, folosită în 
instalaţiile hidraulice, şi metoda de analiză a stabilităţii 
supapei de presiune, bazată pe diagrama Ince-Strutt. 

Abstract. In this paperwork there are highlighted aspects 
regarding mathematical modeling of pressure limiting 
valves, used on hydraulic systems, and also aspects 
related to stability analysis methods based on Ince-Strutt 
diagram. 
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1. Introducere 

Supapele de limitare a presiunii sunt elemente 
ale instalaţiilor care au rolul de a menţine sau de a 
regla presiunea uleiului în conformitate cu cerinţele 
impuse la proiectarea instalaţiilor. În cele ce 
urmează se analizează comportarea supapelor de 
limitare a presiunii în următoarele ipoteze: 
1- conducta dintre pompă şi supapă este scurtă şi 

rigidă; 
2- variaţiile presiunii p1 a uleiului care intră în 

supapă sunt pur armonice; 
3- presiunea p2 a uleiului care iese din supapă este 

mult mai mică decât p1; 
4- secţiunea transversală a conductei de alimentare 

a supapei este comparabilă cu secţiunea 
transversală a conductei de evacuare. 
 
Aceste ipoteze pot fi acceptate, cu o bună 

aproximaţie, cel puţin în studiile privind 
comportarea transmisiilor hidraulice ale 
autovehiculelor pe standul de probă. 

1. Introduction 
Pressure limiting valves that are integrated in 

hydraulic systems have the role of maintaining, or 
controlling the oil pressure in accordance with 
requirements imposed at the level of designing 
hydraulic systems. In the followings there is 
analyzed the behavior of pressure limiting valves 
using the followings simplifying hypothesis: 
1- the pipeline between the pomp and valve is of 

an short length and it is considered to be rigid; 
2- the pressure variations p1 of the oil that entries 

the valve have a harmonic form; 
3- pressure p2 of the oil that exists the valve is 

much smaller than pressure p1; 
4- the cross section of the supply pipeline of the 

valve is similarly with the cross section of the 
exhaust pipeline. 
The hypothesis mentioned above can be 

accepted with good approximation, studying the field 
studies involving the behavior of the hydraulic 
transmissions of vehicles on the test rig. 

 
2. Ecuaţia de mişcare a masei mobile a 

supapei 
Elementele constructive de bază ale supapelor 

folosite la transmisiile hidraulice ale autovehiculelor 
evindeţiate în figura 1, iar în figura 2 este prezentată 
poziţia instantanee a masei mobile a supapei. 

2. The motion equation of the mobile valve 
mass 
The main building elements of the valves used 

on vehicles hydraulic transmissions are presented in 
figure 1, and figure 2 showing the instantaneous 
position of the valve mobile mass. 

 

  
Figura 1. Componentele valvei 
Figure 1. Valve components 

Figura 2. Poziţia masei mobile a valvei 
Figure 2. Position of valve mobile mass 
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unde: 1- carcasă; 2- bilă; 3- supapă; 4- arc. 
În baza principiului lui D’Alambert, ecuaţia de 

mişcare a masei supapei este: 

where: 1- housing; 2- ball; 3- valve; 4- spring. 
Using D’Alambert principle, the equation of 

the motion of valve mobile mass is: 
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unde [1, 2, 5]: where [1, 2, 5]: 
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α⋅ρ⋅⋅⋅= cos211 VVAFh . (5) 
 

În relaţiile (1) ÷ (5): 
m23 este masa elementelor 2 şi 3 din figura 1; 
m4 – masa arcului elicoidal; 
c – coeficientul de amortizare vâscoasă a mediului;  
k – constanta elastică a arcului; 
y0 – comprimarea iniţială a arcului; 
Fh – forţa de rezistenţă hidraulică (datorată curgerii 

uleiului prin supapă); 
A1 – aria secţiunii transversale a conductei de 

alimentare a supapei; 
A2 – aria secţiunii transversale a conductei de evacuare; 
v1 – viteza de curgere a uleiului prin conducta de 

alimentare; 
v2 – viteza de curgere a uleiului prin conducta de 

evacuare; 
ρ – densitatea uleiului; 
α – semiunghiul conului scaunului supapei. 

Pentru valori nu prea mari ale deplasării 
instantanee, y < y0, se poate considera că debitul 
uleiului care trece prin supapă este dat de relaţia [1]: 

In relations (1) ÷ (5): 
m23 is the mass of elements 2 and 3 form figure 1; 
m4 – the helicoidal spring mass; 
c – viscous damping coefficient; 
k – the spring elastic constant; 
y0 – initial spring compression; 
Fh – hydraulic rezisting force (due to oil flow thru 

valve); 
A1 – area of the cross section of the valve supply 

pipeline; 
A2 – area of the cross section of the valve exhaust 

pipeline; 
v1 – oil flow speed through the supply pipeline; 
 
v2 – oil flow speed through the exhaust pipeline; 
ρ – oil density; 
α – semiangle of the cone of the valve seat. 

For values not so large of the instantaneous 
motion y<y0 it can be considered that oil discharge 
that passes the valve is geven by equation [1]: 

 

α⋅⋅⋅⋅⋅π=⋅=∆ sin2111 pCVydVAQ , (6) 
 

în care Cp este un coeficient care ţine seama de 
destinderea uleiului la curgerea sa turbulentă prin 
interstiţiul creat de deschiderea supapei. 
 

În conformitate cu [1, 5], viteza 2V  este: 

where Cp represents a coefficient that considerers 
the discharge of the oil, that flows with a turbulence 
character over the interstitium generated at the 
valve opening. 

According to [1, 5], the speed 2V  is: 
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unde Cv poartă numele de coeficient al vitezei de 
evacuare. Combinând relaţiile (5) ÷ (7) rezultă: 

where Cv is the exhaust speed coefficient. 
Combining equations (5) ÷ (7) results: 
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unde: where: 
 

α⋅⋅⋅⋅π=λ 2sin2
11 vp CCd . (9) 
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Ţinând seama de relaţiile (3) şi (8), ecuaţia de 
mişcare (1) devine: 

Taking into consideration equations (3) and (8) 
the equation of the motion (1) becomes: 

 

02112211 )]()([)()( ykytPtPtPAtPAkyycym ⋅−⋅−⋅λ−⋅−⋅=++ &&& . (10) 
 

În general, presiunea P2(t) este în funcţie de y(t) 
şi timp, iar P1(t) variază în timp ca urmare, în 
primul rând, a principiului de funcţionare a pompei 
de alimentare. Într-o primă aproximaţie, prin 
acceptarea ipotezelor 1÷4, P2 = 0, (caz frecvent luat 
în considerare în literatura de specialitate), ecuaţia 
(10) se poate considera în forma particulară: 

Generally, pressure P2(t) is a function of y(t) 
and varies with time, considering the functioning 
principle of the supply pump. In a firs 
approximation, accepting the simplifying 
hypothesis 1÷4, P2 = 0 (frequently used case in field 
research), equation (10) has the particular form: 
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în care: in which: 
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prin ω1 notându-se pulsaţia uleiului trimis în 
supapă. 

Notând: 

by ω1 understanding the oil pulsation sent into the 
valve. 

Noting: 
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din (11) ÷ (14) rezultă: from (11) ÷ (14) results: 
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Folosind schimbarea de variabilă: Using the variable changing: 
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ecuaţia (15) devine: equation (15) becomes: 
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Notând: Noting: 
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ecuaţia (17) capătă forma: equation (17) has the following form: 
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iar f2( Ψ ) are expresia: and f2(t) has the following form: 
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Rezolvarea ecuaţiei (20) ridică probleme 
deosebite, din acest motiv, în cele ce urmează se va 
soluţiona numai problema stabilităţii supapei 
folosind ecuaţia tip Mathieu rezultată din (20) 
pentru f2(ψ) = 0. 

În condiţiile instabilităţii, supapa intră într-un 
regim necontrolat de funcţionare, vibraţiile 
puternice care apar influenţând puternic şi asupra 
nivelului de zgomot din circuitul hidraulic. Apariţia 
fenomenului este posibil la deschiderea şi 
închiderea supapei, în condiţiile unei variaţii bruşte 
a presiunii uleiului etc. De menţionat că 
funcţionarea stabilă sau instabilă a supapei depinde 
exclusiv de parametrii ei constructivi, nu şi de 
perturbaţia f1(t). 

La baza analizei stabilităţii soluţiei ecuaţiei 
Mathieu 

Resolving equation (20) involves special 
problems, and for this reason in the followings it 
will be solved only the valve stability problem using 
the Mathieu type equation resulted from (20) for 
f2(ψ) = 0. 

In unstable conditions the valve entries in an 
uncontrolled functioning regime, vibrations 
intensity that appear influencing the noise level of 
the hydraulic system. The appearance of the 
phenomena is possible at the opening and closing of 
valve, in conditions of almost instantaneous 
variations of oil pressure. It is to be mentioned that 
the stable or unstable functioning depends 
exclusively on the constructive parameters and not 
on perturbation f1(t). 

The basis of stability analysis using Mathieu 
equation 
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stă diagrama Ince-Strutt, descrisă în lucrările de 
specialitate [5-8], şi prezentată in figura 3. 

is represented by Ince-Strutt diagram described in 
studies [5-8], and presented in figure 3. 

 

 
Figura 3. Diagrama Ince-Strutt 
Figure 3. Ince-Strutt diagram 

 
În Diagrama Ince-Strutt limitele domeniilor de 

instabilitate (haşurate) corespund soluţiilor periodice 
ale ecuaţiei (23) şi au ca ecuaţii aşa numitele funcţii 
Mathieu [7]: 

In the Ince-Strutt diagram the boundary of the 
instability domain correspond to the periodic 
solutions of equation (23) and have as equations the 
sow called Mathieu functions [7]: 
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3. Concluzii 

În diagrama Ince-Strutt limitele domeniilor de 
stabilitate corespund soluţiilor periodice ale ecuaţiei 
(23) şi au ca descrieri analitice aşa-numitele funcţii 
Mathieu. În lucrarea [7] se arată că, dacă parametrul 
q este suficient de mic, atunci, în planul q-a, zonele 
de instabilitate se reduc la şirul de puncte (0;1), 
(0;4), (0;9), (0;16) etc. În cazul general, însă, 
decizia asupra stabilităţii sau instabilităţii sistemului 
descris de ecuaţia (23) trebuie să se ia în funcţie de 
localizarea punctului (q;a) în diagrama Ince-Strutt. 

 
Eliminând unul din parametrii m şi ω1, din (21) 

rezultă ecuaţia dreptei a = a(q). Reprezentarea 
acesteia în diagrama Ince-Strutt permite a preciza 
valorile critice ale lui a şi q. Apoi, cu valorile lui a 
şi q astfel determinate, din relaţiile (21) rezultă 
valorile critice ale unora din parametrii m, c, ω1, λ2 
etc. în funcţie de ceilalţi consideraţi daţi. 

3. Conclusions 
In Ince-Strutt diagram the boundary limits 

correspond to periodic solutions of equation (23) 
and have as analytical descriptions the so-called 
Mathieu functions. In study [7] it is presented that, 
if parameter q is small enough, then, in plane q-a, 
the instability areas are reduced to the string points 
(0;1), (0;4), (0;9), (0;16) etc. In the general case, the 
decision over the stability or instability of the 
system described by equation (23) is taken 
considering the coordinates of (q;a) point on the 
Ince-Strutt diagram. 

Eliminating one of the parameters m and ω1, 
from (21) it is obtained the equation of the straight 
line a = a(q). The representation of this line on the 
Ince-Strutt diagram allows specifying the critical 
values of a and q. With the values of a and q 
obtained from equation (21) results the critical 
values of m, c, ω1, λ2 parameters, according to other 
parameters that are supposed to be given. 
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